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XXVII. 


SULLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI CHE PROVENGONO 
DA QUESTIONI DI CALCOLO DELLE VARIAZIONI 


« Rend. Lincei», ser. IV, vol. VI,, 1890,, pp. 43-54. 


In una ricerca, che spero di poter comunicare a cotesta Accademia, 
mi è necessario considerare gli integrali di un sistema di equazioni differen- 
ziali, che provengono dall'annullare la variazione prima 'di un integrale mul- 
tiplo come dipendenti da certi elementi dati ai limiti dell’integrale stesso. 
Perciò mi permetto di presentare in questa Nota alcuni studi sulle equazioni 
differenziali che provengono dai problemi del calcolo delle variazioni, fra cui 
un contributo ai criteri atti a riconoscere se il dare certi elementi ai limiti 
è sufficiente perché siano definite le funzioni incognite del problema. Non 
entrerò nella questione di cercare se gli elementi dati ai limiti sono caratte- 
ristici. Questa questione che presenta grande difficoltà può ritenersi risoluta 
solo in pochi casi, fra i quali quelli notevolissimi trattati da SCHWARZ e recen- 
temente generalizzati da PICARD in una interessante Memoria pubblicata 
negli « Acta Mathematica ». 

JACOBI ha osservato che le equazioni differenziali che si trovano annul- 
lando la variazione prima di un integrale semplice possono trasformarsi e 
ridursi ad una forma eguale a quella alla quale era pervenuto HAMILTON 
per le equazioni della dinamica. In modo analogo si possono ridurre ad una 
stessa forma le equazioni differenziali che provengono dall’annullare la varia- 
zione prima degli integrali multipli. Questa forma comprende come caso 
particolare la forma canonica di JACOBI. Nella presente Nota mi sono servito 
delle equazioni differenziali poste sotto questa forma. 


I. Siano y,,Y,,***,Yp delle funzioni di n= variabili x, ,X,,*+-, xx, ed 
abbiasi una funzione F di x,,,,:*-,%x, di Y, , Ya, **,yp e delle loro deri- 
vate parziali. 

Potremo supporre che le y, , y.,* + +, siano fra loro indipendenti, oppure 
che siano legate da certe relazioni 


(1) FAO FP 20, FF, =0, 
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Introduciamo come variabili ausiliarie le derivate parziali delle y, , y3, ++, Ys 
di ordine ¿nferiore a quelle che compariscono con un indice di derivazione mas- 
simo in F e nelle equazioni date di condizione, vale a dire consideriamo tutte le 


att: +40 9; =YP 4 
dati data. dan “Ay 


Sh = 


tali che esistano nella F e nelle (1) le veli , per cui si abbia 
Ah, = È, , Rha= Raso n= kn 
h, +kA+. + n >k, Tikai T Ea- 


Si potrà considerare F come funzione di Z, ,2,,:--,zx e delle loro deri- 
vate prime | 


mentre fra le z; e le 2(? passeranno certe relazioni . 
CIRO ceo e Ere POI, Pr 0. 
Di queste, le prime 7 potremo supporre essere le relazioni date (1), le 


altre saranno evidentemente delle relazioni lineari fra le z; e le 20). 


2. Consideriamo ora il problema di annullare la variazione prima di 
I =/Fdx,-- «de». 


Posto 


(2) d0=F + Y,» F,, 


otterremo le equazioni 


9 oD _ È 
| Di dXh 35 97 dE LA 


(3) 
fr rs, Ps =0] 


Sup oniamo che in D, delle 20 , 20) al, ZO j compariscano soltanto le 
P 
I 2 n 


20,20 ,+:,2P, Potremo scrivere le equazioni precedenti sotto la forma 
t 


9 20 9 20 cd 
dt a aa d D ARE a alt da 
| Preso E. = 0, F, ='0 
Poniamo 
ID i 20 2P > 
Ie TT) AER 
(4) a Ey ) O) É ta ) , O) P i, 


e ammettiamo che il sistema di equazioni (4) insieme alle 


(1) Bisso, =0,---,F, =0 
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possa risolversi rispetto alle 24 e alle Xx, vale a dire che il Jacobiano delle 
00/220) e F, rispetto alle 20 e alle à+ sia differente da zero. Sostituiamo i 


valori che si ottengono mediante questa risoluzione in 
m 
Li () pl) + 30) pl) LL + gl) 00) 
(5) n =0— 2; kigi Men + Eli 20] 5 


Variando ambo i membri otterremo 


2; lo de +3 290 O Po 20 Hi o 
°D i it i els i 
= - Y, pa dz; — 21% pl) 2°) > 
* Di E O 22) id A y vd a — ap) el 


+ Y, Fi dd. 


Se quindi teniamo conto delle (4) e (1) avremo 


E da; + È > ¿aa Wa + 250 DES) 


I 


ei 130 j i 
=), da ¡— 20 òp —.. dani òp 
e I 
d’onde 
PR: KT CARO 
de; ‘08; e ap TORE, . 
i 


Alle equazioni (3) può quindi sostituirsi il sistema di equazioni 


7 i (i) 
xi, dxi, Xi; 0%; 
di uti 
dai 2 
© (ZA 
ox, ae 
de a 
ox; 260 


Questo sistema di equazioni ha una forma analoga a quella delle equa- 
zioni canoniche, soltanto ad ogni funzione z; sono coniugate in generale più 
funzioni, cioè le pW, ---, 2, invece che una sola funzione come nelle equa- 

I Li 


zioni canoniche ordinarie. 


www.rcin.org.pl 


ES 


XXVII. — Sulle equazioni differenziali, ecc. 457 


3. Abbiamo veduto come le equazioni differenziali che provengono dal- 
l’annullare la variazione prima di un integrale possono porsi sotto la forma (6). 
Si può reciprocamente dimostrare che ogni sistema di equazioni della forma (6), 
in cui H è una funzione delle z; e delle p9, può farsi dipendere da un pro- 


blema di calcolo delle variazioni. Consideriamo infatti 


m (i) (i) 2609 
INb>E (E ++ «+ da; ) Há... de 


1 


Le condizioni affinché la variazione prima di questo integrale si an- 
nulli, supponendo le z; e DÒ fra loro indipendenti, sono appunto le (6). 


II. 


4. Fra la funzione H e le funzioni O, F, F, ,--., F, passano delle rela- 
zioni notevoli. Dalle (6) segue, se ® contiene la 9, 


gr = 
3 Pe 1 


Possiamo scrivere per conseguenza 


m 
9H eH X 
Z| j RA aea Wi 3 
I ae x di, t 
y E 
20 20. |, 30 
po | ) ) 
DI da 1 3z) ti + 32 ale 
t 


Ma F,+,,:*-, Fs sono funzioni omogenee di primo grado, quindi 


Culo LEN 
(7) È, e Fa op a e ai > 5 m 


9F oF 
+5, > i a; detto: so DI gi 


Se tutte le F, fossero funzioni omogenee l’ultimo termine nel secondo 
membro della equazione precedente sparirebbe. 
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5. Consideriamo due sistemi di soluzioni delle (6) cioè z;, DO e ui, 
g9 e poniamo w; — zi = È, 0 — D = SO; avremo 
ud — z = O. 
di i; Y 
Dalle relazioni 


0 dg z = JH 20 _83dF, 
“i a &7- 0 
i 


segue, applicando la formula del TAYLOR, 


y | 9 
pu (4) Pi) = 00 
© 2 Bo Ea, EEE a, H j: 

i ii ar 2H 92H RI q O) (i 
vera Es a + | 
g” x 20 t +... ‘+ —x CA) 

(8°) FIRE SA E ap a | TO 
9? sso, è (h A 


in cui P, qi sono funzioni omogenee e di secondo grado delle &, e ¡Se i 
cui coefficienti sono le derivate terze di ® prese per valori intermedi delle 
variabili fra i valori 2h 525) e unu, mentre le YA, Y; sono funzioni 
omogenee e di secondo grado delle %4, Pr i cui coefficienti sono le derivate 
G. i + Miri de i i 4 j 
terze di H prese per valori intermedi delle variabili fra i valori zz, di) e un Li) - 


Moltiplicando fra loro membro a membro le (8) e (8°) e moltiplicando 
le (8”) per €; e sommando si trova 


e) 7 
O 337 CU EZ ap EDU + LETT mato 
92 H 
La A a Pd de GOA 
A app ap ai 


. . ` . i . 5 ; (i) ` 
in cui q è una funzione omogenea di terzo grado nelle &;, e e Y è pure 
omogenea e di terzo grado nelle &;, õp. Denotiamo le z; e 2 contenute 
i 1 
in ® con v, , v,,--+,v e le corrispondenti u; e ug) CON W, , Wa, * *, Wg, posto 
Ur Vis 


e ricordando-che le F,,,,---, Fs sono funzioni lineari, avremo che l’equa- 
zione paper: potrà scriversi 


(10) xx Se, vto=% ago “Pan + 
n °F 9 F, 
=2 2 m wm + Ly 22 do, dos Vi Va + q. 
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IRI. 


6. Riprendiamo le equazioni fondamentali (6). Denotiamo, come prece- 
dentemente con z;, pr un sistema di integrali, e con ti , q; un altro sistema 
di integrali. i 

Sia S, un campo ad x= dimensioni limitato dal contorno S,-;;, entro 
il quale i due precedenti sistemi di integrali sono funzioni finite e continue 
insieme alle loro derivate. 

Moltiplicando ordinatamente le (6) membro a membro per ti, i 
sommando e integrando a tutto S,, si ottiene 


mo (290 HAv e 25; \} 
Suit) Soze. -+ 90 ias, 


tt CX5 | 


= JE ui (PÎ° cos vat + Dì COS Vli) dASn_: 


S 


a ad 


+ P ES (99 cos YX, + -- ‘+90 COS Vti) dSn: 


- 
MENO) i 290) 
[Elea +99; so) LI Te --t tt Jas, 
1 Xit 
essendo y la normale di S,--: diretta verso l'interno di Sy. Avremo dunque 
(11) [3 (g? cos YX, +-+ g9 COS yr ) ASn—1 


a3 AS (PI cos yx; 4° + dî COS vx; Lisi 


Sn—1 


~ 9H 2H 
(i Apa S (0) 2 
[3 Su 2 Da + q) 250) hor + di. jo) 


; m 
N eH eH 
= nie O 
Faz AO i ¿o ++. +9 3 jp) éS 
$ 
Questa relazione è analoga a quella di GREEN. 
Nel caso in cui H sia una funzione razionale intera omogenea di 


2° grado, il secondo membro sparisce. Da essa può dedursi il teorema 
fondamentale della elasticità del prof. BETTI. 
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7. Moltiplicando ordinatamente membro a membro le (6) 
Pp, ..., dì sommando e integrando in Sy, si trova 


, 2H i 
[Ea dz; Pp a. EN ae DI 
pa CE è (250) 
er. EL paap os. 


= 4: 5 Dai (29 COS VXi, ale po COS vxi) ASIS: 
Tenendo conto della (7) e supponendo F,F,,:--, F, omogenee e la 
F di grado £, avremo 


k, I=6 | Fas, = = d s Zi (28 cos vi +++ ++ 29 cos vai) ¿Sp + 
Sa Sei 


8. Dalle formule trovate nel $ 5 segue 


COR és 9 H PH h i 
dti, me qee EN ce NELTA 32; 32 apa RO dz pe toi 


m * 
a °° H +A Meat: ci RA öp + yo 
(1a) a AE ha 72010 7 * Jp 


alle IM IEA Terra, iD OARA CaAL STE E pl TT © ago 


X; x 32 Ho. VH . y 
md o O TÉ y sp) + 55) 
si x i h hi 


Xi, ap) az T ii TTA hy i, 
onde 
9 H 
leia Ee) DA 
j (2.2.2 a E — PEA DH aW + p)as, 


50 9 ¡50 2 vol 
-[5( + pa pe ESRI) ge, 


da cui PS i si ha la formula 


(13) #3 poi E ( ay cos vXi, + a cos vt +-+ H cos vti) d Sats 


So —1 


Fo VH y 32H a o 
-f (zz 02; 02, Gila — ZE 290 TATA DH + p ]dS, 
S 


9? 6 + Sar) 
=f LI pre viva + p]JdSn. 


Ss 
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IV. 


9. L’ultima formula del paragrafo precedente ci fornisce un teorema 
fondamentale relativamente alle equazioni (6). 


Se ai; pý Jormano un sistema di integrali delle (6) tali che le due forme 
quadratiche 


22H 

; h 

22 di > AR è, o Da m PO p p po pw 

siano definite e di segno contrario, tutti gli integrali zi , pl i quali entro un 
1 

campo Sn differiscono rispettivamente dalle z, , pî per meno di un certo valore, 


saranno determinati quando si conosceranno al contorno S,-; i valori delle 
z; oppure quelli delle somme 


DI cos vx;, + po cos YX, + + | + + DÒ cos vas, = Pi; 


o più in generale saranno determinati quando si conosceranno in ogni punto 
del contorno i valori di z,,2,,:--,z% e delle rimanenti Pz+;,---,Pm. 
Infatti siano 2; 29 e ui, q due sistemi di integrali delle (6) tali che 
in ogni punto di S,,—, si abbia 
Sr = YU, s Za = Uan ,°0% °y Zk = Uk, Pita = Quei Ap Ee Pr = On 
in cui 


O + q) cos va, +-+ gi) COS vy, . 


Applicando la (13) troviamo 


(14) (Zara AE Rat + ijas. — 


ap o o Oh 
S 


Ora se le z; , i, Pp TIA differiscono dalle z;, pe per meno di un certo 


valore M, avremo 
UTEAM [57] <2M. 


Potremo quindi determinare un valore y di M, tale che 
2 la forma: 


0° H t) - 
Sela s x Gu—22 A SO 


sia definita; 
2° la forma omogenea y di terzo grado nelle &;, © assuma sempre 
5 
valori assoluti inferiori ad |f| (escluso per €; = ao =0). 
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In tale ipotesi la relazione (14) non sarà soddisfatta altro che da 
We H =0 
entro tutto il campo S,, il che dimostra il teorema. 
10. Supponiamo che H sia indipendente dalle z,, 2,,--+,8m. In tale ipo- 


tesi il precedente teorema va modificato nella maniera seguente: 
Se E, pò formano un sistema di integrali delle (6) e le po sono tali che 


la forma quadratica 


9° H 3 
Zi — mA Doo po pr 


sia definita, tutti gli integrali zi , p) tali che le DÒ entro un campo Sn differi- 


scono rispettivamente dalle pi) per meno di un certo valore saranno determinati 


quando si conosceranno al contorno Sn, è valori delle zi. 
Infatti se z; ed x; sono tali che al contorno sia z; = %;, avremo 


Š H ye ti dn 
(ar SO GP lane 


$ 


n 


Ripetendo quindi il ragionamento fatto nel paragrafo precedente, si ricaverà 
che se pe g9 non si scosteranno da pp più di un certo valore dovrà 
1 


risultare 


affinché la precedente eguaglianza possa esseré soddisfatta. Ma dalle (12) 
segue 


onde 4; deve essere indipendente da x;,. Ora ogni parallela all’asse x;, incontra 


S„—:, ove G è nullo, quindi le €; sono nulle e per conseguenza avremo entro S, 


dî — 90 A £i = Us 
il che dimostra il teorema. 


I. Il teorema del $ 10 può anche interpretarsi in un altro modo. 
Se Zi, Za 0%, Zm, di day Às sono un sistema di integrali delle equa- 
zioni (3) tali che la forma quadratica 


(2) 


(1) Le v: ,---, ve denotano le z; e z;, contenute in D ($ 5). 
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sia definita, tutti gli integrali 2,,---,2m, tali che entro un campo Sx diffe- 
riscono rispettivamente dalle Z, ,- | -,Zm per meno di un certo valore, saranno 
determinati quando se ne conosceranno i valori al contorno S,-;. 

Infatti se 2,,---,2m € 4;,"**, Um saranno due sistemi di integrali 


delle (3) tali che al contorno si abbia z;= u; dalla formola (13) potrà dedursi 


92 (r + Yo, F,) 


99; CU, 


xx vi va +0q)/dS,=0. 


n 


Ripetendo quindi un ragionamento fatto precedentemente, si giunge alla 
conclusione che, se le z; ed u; differiscono dalle z; per meno di un certo valore, 
affinché la precedente equazione sia soddisfatta deve essere 


v = 0, 


onde (vedi $ 5) le æ e 2? che compariscono in F, F,,---,Fy risulteranno 


entro S, eguali alle corrispondenti w; , uf. Ma se 


9 (2, EN u;i) Pera 


CX e 


(3) — y) — 
al ul 
risulterà 
Zi — Ui = cost. 
lungo tutte le parallele all'asse x, e siccome queste incontrano il contorno 
Sn—1, OVE 2; = u;, così dovremo avere in tutti i punti entro S, , z; = %;, il 
che dimostra il teorema. 
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